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Ïðèâåäåíà ìîäåëü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèß è âàðèàíò å¼ ðåàëèçà-
öèè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ïî ñõåìå ¾óçåë-óçåë¿. Ïðè-
âåäåíû ðåçóëüòàòû ðåøåíèß çàäà÷è î êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè ñåê-
òîðà öèëèíäðà ñ öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êîé.
The model of contact interaction and a variant of its ﬁnite element
realization by the ¾node to node¿ way are presented. The results of analysis
of the contact interaction between a sector of a cylinder and a cylindrical
shell are presented.
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Ââåäåíèå
Ñëîæíîñòü ðåøåíèß êîíòàêòíûõ çàäà÷ òåîðèè óïðóãîñòè ñâßçàíà, â ÷àñòíîñòè,
ñ òåì, ÷òî îáëàñòü êîíòàêòà çàðàíåå íåèçâåñòíà è îïðåäåëßåòñß â õîäå ðåøåíèß.
Îäèí èç ñïîñîáîâ, ïîçâîëßþùèõ ïðåîäîëåòü ýòî çàòðóäíåíèå, ñîñòîèò â ââåäåíèè
êîíòàêòíîãî ñëîß. Ïîä êîíòàêòíûì ñëîåì ïîíèìàþò ïðîñòðàíñòâî ìåæäó êîíòàê-
òèðóþùèìè ïîâåðõíîñòßìè, çàïîëíåííîå âèðòóàëüíîé ñðåäîé, ðåàëèçóþùåé êîí-
òàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå. Ñâîéñòâà åå òàêîâû, ÷òî îíà íå ïðåïßòñòâóåò äåôîðìà-
öèè êîíòàêòèðóþùèõ òåë äî òåõ ïîð, ïîêà íå íà÷íåòñß èõ âçàèìîäåéñòâèå. Ïðè
êîíå÷íî-ýëåìåíòíîì ðàñ÷åòå êîíòàêòíûé ñëîé ðàññìàòðèâàåòñß êàê ñîâîêóïíîñòü
êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ýòè ýëåìåíòû ìîãóò áûòü, íàïðèìåð, ïðîñòðàíñòâåííûìè
èëè ñòåðæíåâûìè. Â ìîäåëè êîíòàêòíîãî ñëîß, ðàññìîòðåííîé â äàííîé ñòàòüå,
èñïîëüçóþòñß ñòåðæíåâûå êîíòàêòíûå ýëåìåíòû.
Ìåòîäèêà ðàñ÷åòà êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèß èëëþñòðèðóåòñß íà ïðèìåðå
ñëåäóþùåé çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñß êîíñòðóêöèß, ñîñòîßùàß èç ïîëîãî öèëèí-
äðà è îêðóæàþùåé åãî öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êè, âíóòðåííèé ðàäèóñ êîòîðîé
äî äåôîðìàöèè áîëüøå âíåøíåãî ðàäèóñà äåôîðìèðîâàííîãî öèëèíäðà (ðèñ.1).
Ïîëûé öèëèíäð ïîäâåðãàåòñß íåðàâíîìåðíîìó íàãðåâó. Ïðåäïîëàãàåòñß, ÷òî ïîä
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Ðèñ. 1: Íà÷àëüíîå è äåôîðìèðîâàííîå ñîñòîßíèå
äåéñòâèåì íàïðßæåíèé, âîçíèêàþùèõ ïðè òàêîì íàãðåâå, öèëèíäð ðàçäåëßåòñß
íà íåñêîëüêî îäèíàêîâûõ ñåêòîðîâ, êîòîðûå äàëåå äåôîðìèðóþòñß è âñòóïàþò â
êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå ñ îáîëî÷êîé. Ïðè ýòîì èç-çà íåðàâíîìåðíîñòè íàãðå-
âà âîçíèêàþò çàçîðû ìåæäó ñåêòîðàìè (ïîëîñòè). Âñëåäñòâèå ñèììåòðèè çàäà÷è
ðàñ÷åòû âûïîëíßþòñß òîëüêî äëß îäíîãî èç ñåêòîðîâ ñ ó÷åòîì åãî âçàèìîäåéñòâèß
ñ îáîëî÷êîé.
Äëß ðåøåíèß çàäà÷è ðàçðàáîòàíî ïðîãðàììíîå îáåñïå÷åíèå â ñîñòàâå ðàç-
ðàáàòûâàåìîãî ïàêåòà äëß ðåøåíèß ïðî÷íîñòíûõ è ñìåæíûõ ñ íèìè çàäà÷
(CAE FIDESYS). Ïðèâîäßòñß íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ íàïðßæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîßíèß.
1. Ìîäåëü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèß
Ðàññìîòðèì ãåîìåòðèþ êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèß äâóõ òåë (ðèñ.2). Ïóñòü äî
íà÷àëà íàãðóæåíèß ìåæäó òåëàìè èìååòñß íà÷àëüíûé çàçîð hx, y, z  íåïðåðûâ-
íàß ôóíêöèß êîîðäèíàò. Çà âåëè÷èíó çàçîðà ïîñëå äåôîðìàöèè áóäåì ïðèíèìàòü
ðàññòîßíèå d ìåæäó äâóìß òî÷êàìè, êîòîðûå ïîñëå íàãðóæåíèß âñòóïàþò â êîí-
òàêò:
d   h  TÐ u2 Ð u1T.
Çäåñü Ð u1 è Ð u2  ïåðåìåùåíèß òî÷åê íà ïîâåðõíîñòè òåë, h  íà÷àëüíûé çàçîð.
Òî÷êè âñòóïàþò â êîíòàêò ïðè d   0 è âçàèìîïðîíèêàþò ïðè d @ 0.
Òåïåðü ïåðåéäåì ê ñèëîâûì óñëîâèßì â êîíòàêòå. Íîðìàëüíûå è êàñàòåëüíûå
óñèëèß âçàèìîäåéñòâèß òåë ðàâíû ïî âåëè÷èíå è ïðîòèâîïîëîæíû ïî íàïðàâëå-
íèþ: Ð σ1   Ð σ2.
ÇäåñüÐ σ1   σn1, τ11, τ21,Ð σ2   σn2, τ12, τ22 âåêòîðû íàïðßæåíèé íà ïîâåðõíî-
ñòè êîíòàêòèðóþùèõ òåë; σnj , τ1j , τ2j  êîìïîíåíòû ýòèõ âåêòîðîâ âäîëü íîðìàëè,
ïî êàñàòåëüíîé è ïî áèíîðìàëè.
Íîðìàëüíûå íàïðßæåíèß â êîíòàêòå σn âñåãäà îòðèöàòåëüíû.
Ìåæäó ãåîìåòðè÷åñêèìè è ñèëîâûìè óñëîâèßìè èìååòñß ñëåäóþùàß ñâßçü: åñ-
ëè d   0, òî σn B 0, à åñëè d A 0, òî σn   0.
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Ðèñ. 2: Ãåîìåòðèß êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèß äâóõ òåë
Ñèëà òðåíèß â íàèáîëåå ïðîñòîì âàðèàíòå ìîäåëè çàâèñèò òîëüêî îò íîðìàëü-
íûõ íàïðßæåíèé
τ   fσn, (1)
ãäå f  êîýôôèöèåíò òðåíèß.
Ïðè íàëè÷èè ïðåäâàðèòåëüíîãî ñìåùåíèß u ñâßçü ìåæäó êàñàòåëüíûìè óñè-
ëèßìè è ñìåùåíèßìè áîëåå ñëîæíàß. Â îáùåì âèäå îíà ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà
íåëèíåéíîé çàâèñèìîñòüþ
τ   Φf, u, σn (2)
Ïðèâåäåì îñíîâíûå ýòàïû ìîäåëèðîâàíèß êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèß ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì êîíòàêòíîãî ñëîß.
1. Ðàññìîòðèì êîíòàêòíûé ñëîé  ïðîñòðàíñòâî ìåæäó êîíòàêòèðóþùèìè ïî-
âåðõíîñòßìè. Ýòî ïðîñòðàíñòâî áóäåò çàïîëíåíî âèðòóàëüíîé ñðåäîé, ðåàëèçóþ-
ùåé êîíòàêòíîå âçàèìîäåéñòâèå.
Ðàññìîòðèì ïðîñòðàíñòâåííûé ýëåìåíò êîíòàêòíîãî ñëîß (ðèñ.3). Â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ôèçè÷åñêèìè ïðåäñòàâëåíèßìè î êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè áóäåì ïîëà-
ãàòü, ÷òî
 Íà ýëåìåíò äåéñòâóþò äâå êîìïîíåíòû êàñàòåëüíûõ íàïðßæåíèé è îäíà êîì-
ïîíåíòà íîðìàëüíîãî íàïðßæåíèß σn. Îñòàëüíûå êîìïîíåíòû òåíçîðà íàïðß-
æåíèé ðàâíû íóëþ.
 Êàñàòåëüíûå íàïðßæåíèß íå âëèßþò íà ïåðåìåùåíèß, âûçâàííûå íîðìàëü-
íûìè íàïðßæåíèßìè.
 Íàïðßæåíèß σn, τ1 è τ2 íå ìåíßþòñß ïî òîëùèíå ñëîß.
 Íîðìàëüíûå íàïðßæåíèß âñåãäà îòðèöàòåëüíû: σn @ 0.
2. Îáîçíà÷èì ïåðåìåùåíèß òî÷åê âåðõíåé ãðàíè îòíîñèòåëüíî òî÷åê íèæíåé
ãðàíè ïî îñßì xn, x1 è x2 ÷åðåç un, u1 è u2. Ýòî îòíîñèòåëüíûå ïåðåìåùåíèß èëè
ïåðåìåùåíèß â ëîêàëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Äåôîðìàöèè îïðåäåëßþòñß ÷åðåç ïå-




, γ1   ∂u1
∂xn
, γ2   ∂u2
∂xn
.
24 ËÅÂÈÍ Â.À., ÇÈÍÃÅÐÌÀÍ Ê.Ì., ÊÓÊÓØÊÈÍ À.Â.
Ðèñ. 3: Ïðîñòðàíñòâåííûé ýëåìåíò êîíòàêòíîãî ñëîß
Ïðè ëèíåéíîì ðàñïðåäåëåíèè ïåðåìåùåíèé ïî òîëùèíå l ñëîß εn   un
l






Ïðè âûâîäå ôèçè÷åñêèõ ñîîòíîøåíèé äëß ýëåìåíòà áóäåì äëß îïðåäåëåííîñòè
ïîëàãàòü, ÷òî çàâèñèìîñòü ìåæäó êîìïîíåíòàìè òåíçîðîâ äåôîðìàöèé è íàïðß-
æåíèé çàäàíû â âèäå êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ôóíêöèé (äâóõçâåííûõ ëîìàíûõ). Ïðè
ðàñòßãèâàþùèõ äåôîðìàöèßõ â êîíòàêòíîé ñðåäå íå âîçíèêàåò íàïðßæåíèé, à ïðè
ñæàòèè íàïðßæåíèß ëèíåéíî çàâèñßò îò äåôîðìàöèé.
Óïðóãèå ìîäóëè êîíòàêòíîãî ñëîß äîëæíû áûòü ñîèçìåðèìû (îäíîãî ïîðßäêà)
ñ ìîäóëßìè êîíòàêòèðóþùèõ òåë. Åñëè îíè áóäóò ìåíüøå ïî âåëè÷èíå, òî óñëîâèå
íåïðîíèêíîâåíèß íå áóäåò âûïîëíßòüñß. Åñëè îíè áóäóò çíà÷èòåëüíî áîëüøå, òî
çàäà÷à áóäåò ñõîäèòüñß êðàéíå ìåäëåííî, à èíîãäà âîçíèêàåò ÷èñëåííàß íåóñòîé-
÷èâîñòü.
3. Ââåäåì ïîíßòèå èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ íàïðßæåíèé τi     »τ21  τ22
è èíòåíñèâíîñòè êàñàòåëüíûõ äåôîðìàöèé γi   »γ21  γ22 .
Ïîëíûå êàñàòåëüíûå äåôîðìàöèè ñêëàäûâàþòñß èç óïðóãèõ äåôîðìàöèé è äå-
ôîðìàöèé ïðîñêàëüçûâàíèß, ò.å. òåõ äåôîðìàöèé, ïðè êîòîðûõ ïðîèñõîäèò ïðî-
ñêàëüçûâàíèå â êîíòàêòå: γ1   γe1  γs1 ; γ2   γe2  γs2 , ãäå γe1 ,γe2  óïðóãèå äåôîðìà-
öèè, à γs1 ,γs2  äåôîðìàöèè ïðîñêàëüçûâàíèß. Èíòåíñèâíîñòü äåôîðìàöèé ïðî-
ñêàëüçûâàíèß γsi  
¼γs12  γs22. Èíòåíñèâíîñòü êàñàòåëüíûõ íàïðßæåíèé íå
äîëæíà ïðåâûøàòü ñèëû òðåíèß, êîòîðàß, â ñâîþ î÷åðåäü, çàâèñèò îò íîðìàëü-
íîãî íàïðßæåíèß. Ïðè ïðåâûøåíèè ñèëû òðåíèß äåôîðìàöèè ïðîñêàëüçûâàíèß
óâåëè÷èâàþòñß, à óïðóãèå äåôîðìàöèè îñòàþòñß íåèçìåííûìè. Êðèòåðèé íà÷àëà
ïðîñêàëüçûâàíèß çàäàåòñß â âèäå τi   τT .
Îñîáåííîñòüþ êîíòàêòíîãî ñëîß â ñîîòâåòñòâèè ñ âûáðàííîé ìîäåëüþ ßâëßåò-
ñß îòñóòñòâèå ñâßçåé ìåæäó åãî ýëåìåíòàìè ïî îñßì x1è x2. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî
âûáèðàåìûå àïïðîêñèìèðóþùèå ôóíêöèè íå áóäóò çàâèñåòü îò x1 è x2, à áóäóò
çàâèñåòü òîëüêî îò xn. Ïîýòîìó êîëè÷åñòâî óçëîâ â ýëåìåíòå êîíòàêòíîãî ñëîß ïî
îñßì x1 è x2 íå áóäåò âëèßòü íà òî÷íîñòü ðåøåíèß. Åñòåñòâåííî âûáðàòü ýëåìåíò ñ
ìèíèìàëüíûì ÷èñëîì óçëîâ. Òàêèì ýëåìåíòîì ßâëßåòñß ñòåðæíåâîé ýëåìåíò. Ïðè
ýòîì ÷èñëî óçëîâ ïî íîðìàëè ê ïîâåðõíîñòè êîíòàêòà (ïî îñè xn) áóäåò çàâèñåòü
îò ïîðßäêà àïïðîêñèìèðóþùèõ ôóíêöèé. Ïðèìåíåíèå ñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà îáîñ-
íîâûâàåòñß òàêæå ñëåäóþùèì: 1) â ÌÊÝ ïåðåäà÷à óñèëèé îñóùåñòâëßåòñß ÷åðåç
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Ðèñ. 4: Ôðàãìåíò ïîâåðõíîñòè êîíå÷íî-ýëåìåíòíîé (òåòðàýäðàëüíîé) ñåòêè è êîí-
òàêòíûå ýëåìåíòû, ñîåäèíßþùèå äâà òåëà
óçëû è òîëüêî ÷åðåç óçëû; 2) â êîíòàêòíîì ýëåìåíòå îòñóòñòâóþò êàêèå-ëèáî òðå-
áîâàíèß ê íåïðåðûâíîñòè ñäâèãîâûõ ïåðåìåùåíèé. Íà ðèñ. 4 ïîêàçàí ôðàãìåíò
êîíå÷íîýëåìåíòíîé ñåòêè ñî ñòåðæíåâûìè êîíòàêòíûìè ýëåìåíòàìè.
Îïèñàíèå ïîñòðîåíèß ôóíêöèé ôîðìû ñòåðæíåâîãî ýëåìåíòà ìîæíî íàéòè â
[1,2].
2. Àëãîðèòì ðåøåíèß
Ñòðîèòñß êîíå÷íî-ýëåìåíòíàß ìîäåëü êîíòàêòèðóþùèõ òåë. Äàëåå âûäåëßþò-
ñß ïîâåðõíîñòè ïðåäïîëàãàåìîãî êîíòàêòà (êîíòàêòèðóþùèå ïîâåðõíîñòè). Åñëè
êîíòàêòèðóþùèå ïîâåðõíîñòè ïåðåñåêàþòñß èëè ðàññòîßíèå ìåæäó íèìè ìåíü-
øå ðàññòîßíèß, ïðè êîòîðîì ñ÷èòàåòñß, ÷òî êîíòàêò íà÷àëñß, îïðåäåëßþòñß óçëû,
ìåæäó êîòîðûìè áóäåò óñòàíîâëåí êîíòàêò. Êîíòàêòèðóþùèå óçëû ñâßçûâàþòñß
ñòåðæíåâûìè ýëåìåíòàìè. Ñîâîêóïíîñòü êîíòàêòíûõ ñòåðæíåé îáðàçóåò êîíòàêò-
íóþ ñðåäó.
Êîíå÷íûå ýëåìåíòû äëß óïðóãèõ òåë îïèñàíû â [1,3]. Ïðèâåäåì îïèñàíèå
ñòåðæíåâûõ êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ. Äëß óïðóãîé ñòàäèè îïðåäåëßþùèå ñîîòíî-


















Îñîáåííîñòü êîíòàêòíîé ñðåäû â òîì, ÷òî êàñàòåëüíûå ïåðåìåùåíèß â íåé çà-
âèñßò îò íîðìàëüíûõ è êàñàòåëüíûõ óñèëèé, à íîðìàëüíûå ïåðåìåùåíèß íå çà-
âèñßò îò êàñàòåëüíûõ óñèëèé [2]. Ýòà ñâßçü ßâëßåòñß íåëèíåéíîé. Íåëèíåéíîñòü
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Ðèñ. 5: Ãåîìåòðèß è ñõåìà çàêðåïëåíèß ñåêòîðà è îáîëî÷êè
ìîæíî ó÷åñòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íà÷àëüíûõ íàïðßæåíèé [1,2], êîòî-
ðûé ðåàëèçóåòñß ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðèêëàäûâàåòñß ÷àñòü âíåøíèõ íàãðóçîê,
ðåøàåòñß çàäà÷à ëèíåéíîé óïðóãîñòè. Îïðåäåëßþòñß ïåðåìåùåíèß, äåôîðìàöèè
è íàïðßæåíèß. Çàòåì íàïðßæåíèß â êîíòàêòíîì ñëîå êîððåêòèðóþòñß â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ñîîòíîøåíèßìè êîíòàêòíîé ñðåäû. Äàëåå îïðåäåëßåòñß, ãäå â êîíòàêòíîé
ñðåäå íå âûïîëíßþòñß óñëîâèß êîíòàêòà. Çàíîâî îïðåäåëßåòñß îáëàñòü êîíòàêòà,
ïðîöåññ ïîâòîðßåòñß äî òåõ ïîð, ïîêà óñëîâèß êîíòàêòà íå áóäóò âûïîëíßòüñß ñ
äîñòàòî÷íîé òî÷íîñòüþ. Äàëåå ïðèêëàäûâàåòñß åùå ÷àñòü íàãðóçêè, îïèñàííûé
âûøå ïðîöåññ ïîâòîðßåòñß. Ïðèðàùåíèå íàãðóçêè ïðîäîëæàåòñß äî òåõ ïîð, ïîêà
íå áóäåò ïðèëîæåíà âñß íàãðóçêà.
3. Ïðèìåð ÷èñëåííîãî ðàñ÷åòà
Áûëà ðåøåíà çàäà÷à î êîíòàêòíîì âçàèìîäåéñòâèè ñåêòîðà ïîëîãî öèëèíäðà ñ
öèëèíäðè÷åñêîé îáîëî÷êîé (ðèñ. 5).
Îáîëî÷êà çàêðåïëåíà ïîëçóíàìè âäîëü îáðàçóþùèõ ñåêòîðà, ñâåðõó è ñíèçó.
Ñåêòîð çàêðåïëåí ïîëçóíàìè ñâåðõó è ñíèçó, ïî îáðàçóþùèì  óñëîâèå íåïðîíèê-
íîâåíèß (êîíòàêò ñ àáñîëþòíî æåñòêèì òåëîì áåç òðåíèß). Ñåêòîð íàãðåâàåòñß
íåðàâíîìåðíî  òåìïåðàòóðà â ñåêòîðå çàäàíà ïàðàáîëè÷åñêèì çàêîíîì â çàâèñè-
ìîñòè îò ðàäèóñà:
T r   700  32 r2.
Ñåêòîð èìååò ñëåäóþùèå õàðàêòåðèñòèêè: ìîäóëü Þíãà E0     200000 ÌÏà,
êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà η0   0.3, êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèß α0   0.0002,
âíóòðåííèé ðàäèóñ R0   1, âíåøíèé ðàäèóñ R1   4, óãîë ñåêòîðà α   45X. Õà-
ðàêòåðèñòèêè îáîëî÷êè: ìîäóëü Þíãà E1   80000 ÌÏà, êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà
η1   0.35, êîýôôèöèåíò òåïëîâîãî ðàñøèðåíèß α1   0, âíóòðåííèé ðàäèóñ R2   4.15,
ÐÀÇÐÀÁÎÒÊÀ ÀËÃÎÐÈÒÌÀ È ÏÐÎÃÐÀÌÌÍÎÃÎ ÌÎÄÓËß CAE FIDESYS... 27
Ðèñ. 6: Íåäåôîðìèðîâàííàß (ñëåâà) è äåôîðìèðîâàííàß (ñïðàâà) ñåòêè äëß ïîëîâèíû ñåê-
òîðà
Ðèñ. 7: Ðàñïðåäåëåíèå íàïðßæåíèé â ñå÷åíèè ñåêòîðà öèëèíäðà è îáîëî÷êè
âíåøíèé ðàäèóñ R3   4.4. Ñ÷èòàåòñß, ÷òî ñåêòîð è îáîëî÷êà êîíòàêòèðóþò áåç ïðî-
ñêàëüçûâàíèß. Ïðè ðåøåíèè ó÷èòûâàëàñü ñèììåòðè÷íîñòü ñåêòîðà è íàïðßæåííî-
äåôîðìèðîâàííîãî ñîñòîßíèß â íåì îòíîñèòåëüíî îñè x. Âñëåäñòâèå ñèììåòðè÷-
íîñòè ðàñ÷åòû âûïîëíßëèñü äëß ïîëîâèíû ñåêòîðà.
Íà ðèñ. 6 ïðåäñòàâëåíû íåäåôîðìèðîâàííàß è äåôîðìèðîâàííàß ñåòêè äëß
ïîëîâèíû ñåêòîðà.
Íà ðèñ. 7 ïîêàçàíî ðàñïðåäåëåíèå íàïðßæåíèé â ñåêòîðå öèëèíäðà è îáîëî÷-
êå â öèëèíäðè÷åñêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Èñïîëüçóþòñß ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèß:
ðàäèàëüíûå íàïðßæåíèß  Srr, òàíãåíöèàëüíûå  Stt, ñìåøàííûå  Srt, íàïðßæå-
íèß âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè  Szz. Íàïðßæåíèß ïðèâåäåíû äëß ãîðèçîíòàëüíîé
ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà è îáîëî÷êè. Òàê êàê çàäà÷à ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîé äåôîð-
ìàöèè, íàïðßæåíèß íà ýòîé ïîâåðõíîñòè ñîâïàäàþò ñ íàïðßæåíèßìè â ãîðèçîí-
òàëüíûõ ñå÷åíèßõ äëß ëþáîãî z. Çíà÷åíèß íàïðßæåíèé óêàçàíû â ÌÏà.
Â ïðîöåññå ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè ðàññìîòðåííîãî ïîäõîäà âîçíèê ðßä òðóä-
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íîñòåé, ñâßçàííûõ ñ íåëèíåéíîñòüþ êîíòàêòíîé çàäà÷è, à òàêæå îñîáåííîñòßìè ìå-
òîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè îïðåäåëåííûõ çíà÷åíèßõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè âîç-
íèêàëà ñèòóàöèß, êîãäà äåôîðìèðóåìûå òåëà íå âçàèìîäåéñòâóþò. Ïåðåìåùåíèß
ñåêòîðà öèëèíäðà â ýòîì ñëó÷àå ìîãóò áûòü îïðåäåëåíû ñ òî÷íîñòüþ äî æåñòêîãî
äâèæåíèß. Äëß ìåòîäà êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ìàòðèöà æåñòêî-
ñòè áëèçêà ê âûðîæäåííîé. Èñïîëüçîâàíèå ïðßìûõ ìåòîäîâ ðåøåíèß òàêîé ñèñòå-
ìû äàåò áîëüøóþ ïîãðåøíîñòü. Ïîýòîìó áûë èñïîëüçîâàí èòåðàöèîííûé ìåòîä
ðåøåíèß ëèíåéíûõ ñèñòåì (ìåòîä ñîïðßæåííûõ ãðàäèåíòîâ) [4]. Èñïîëüçîâàíèå
ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé ïîçâîëèëî çíà÷èòåëüíî óñêîðèòü ïðî-
öåññ ðåøåíèß. Òåõíîëîãèß CUDA [5] áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè ñîñòàâëåíèè ìàòðèöû
æåñòêîñòè (óñêîðåíèå â 10 ðàç) è ïðè ðåøåíèè ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (óñêî-
ðåíèå â 5 ðàç).
Çàêëþ÷åíèå
Ïðåäñòàâëåííàß ìîäåëü êîíòàêòíîãî âçàèìîäåéñòâèß ßâëßåòñß äîâîëüíî ïðî-
ñòîé â ðåàëèçàöèè è â òî æå âðåìß äîñòàòî÷íî îáùåé, ÷òî ïîçâîëßåò ðåøàòü ñ ïî-
ìîùüþ ýòîé ìîäåëè øèðîêèé êðóã çàäà÷. Íåäîñòàòêîì òàêîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ
êîíòàêòíûõ çàäà÷ ßâëßåòñß íåîáõîäèìîñòü ïåðåñòðàèâàòü êîíòàêòíûå ýëåìåíòû,
à, ñëåäîâàòåëüíî, è ìàòðèöó æåñòêîñòè, â ïðîöåññå ðåøåíèß. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
íàëè÷èå êîíòàêòíîé ñðåäû ïîçâîëßåò ëåãêî îïðåäåëèòü å¼ íàïðßæåííîå ñîñòîßíèå
è âûßñíèòü ñèëû, äåéñòâóþùèå íà êîíòàêòèðóþùèå òåëà. Äàííàß ìîäåëü êîíòàêò-
íîãî âçàèìîäåéñòâèß ðåàëèçîâàíà â ïàêåòå FIDESYS äëß ðåøåíèß çàäà÷ â ñëó÷àå
ìàëûõ äåôîðìàöèé.
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